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3. Limieten en continuiteit

3.1. (3-8-82, Inf)

Bewijs met de definitie van limiet dat lim
x—>2

x> +2
2x +1

=1
“

3.2. (28-10-83, CT, Mk)

X _ 1) —
a. Bereken lim (e 1( Cosx).
x—0 tan” x

D -
b. Bewijs: voor elke a € IR bestaat lim (e )(; COSX).
x—0 tan™ x
3.3. (28-10-83, CT, Mk)

X

- +
Bereken lim ie 1___)1n(1 X)
x—0

1 — cos2x

3.4, (25-10:83, LR)

X

Bereken lim (1 — x)! %%

x—0
3.5.(25-10-83, Mb)

Bereken lim (i :_ ?)1—’(.

X—> o0

3.6. (29-10-82, Inf)
1

Bereken lim (1 + sinzx)m‘
x10

3.7. (17-6-83, LR, Mb)

Onderzoek of de volgende limiet bestaat, en zo ja, bereken die limiet:

lim (2arctant — T+/xsinx).
X X
x>0

3.8. (5-1-82, Wb, MT, LR)

Van de functie f: (—1,%7r) - IR is gegeven:

f(x) = e'3"X + e~ yoor 0 < x < %n’,

f(x) = i(Atanx + parcsinx), pe R, voor —1 <x <0,

f(x) is continu in O.

Bereken f(0) en p.

3.9. (26-10-82, Wb, MT, Ge)
De functie f: (—=1,1\{0} = IR heeft als voorschrift:
In(1 — x?)
(e** — DsinxV3
V1 + 2cosx — /3 cosx

Vax? +b — 2¢/x* + 1

als 0 < x <1,
f(x) =

als -1 <x<0.
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Ga na of er een a,b € R bestaan, z6, dat f continu te definiéren is in x = 0.

3.10. (25-10-83, Wb, MT, Ge)
De functie f: (%,w) — IR heeft als voorschrift:
T
_ M___-l) als 1 < x < 1’
In(x + a) 2

x> +bx+a
x — 1

f(x) =
als 1 <x metac [A%,w) en b € R.

Ga na voor welk(e) pa(a)r(en) (a,b) f continu te maken is in x = | en definieer dan
f(1).
3.11. [16-8-83, Wi)
a. Geef de definitie van: f is rechtscontinu in a, a € IR.
b. Bewijs met behulp van deze definitie dat f: [a,00) > R met f(x) = vx*> — a?,
a > 0, rechtscontinu is in a,
3.12. (29-3-83, Wi)

Als limf(x) = 2 en lim g(x) = o, bewijs dan met behulp van de limietdefinities dat

X—a X->a
. f(x)
lim —= = 0.
x—a 8(X)
3.13. (24-1-83, Wi)
. . 2ap + 4
De rij (a,) is gegeven door: ag = 1,a,,, = —3 n e IN.

a. Bewijs dat voor alle n € IN geldt: 1 <a, < 4.
b. Bewijs dat de rij (a,) strikt stijgend is.
c. Bewis dat lim a_ bestaat.

n—>oo

d. Bepaal lim a,.

n—>oo
3.14. (29-10-82, Inf)

De reéle rij (a,,) is stijgend en convergent met limiet L. Bewijs: Voor iedere n € IN
isa, <L.

3.15. (16-1-84, 10)

cen 1 Vsing
Bereken lim ——.
n—ew y/n+ 1 — \/E

3.16. (28-10-87, Et)

Zij 0 < e < 1. Wat is de grootste d > 0 die de uitspraak
x>0 en Ix-11<d = NWx-1l<eg

waar maakt?

a. 8=¢2

b. d="Ve.

c. 0=¢.

d. §=¢€3.



12

3.17. (18-1-88, TN) .
f:IR -»IR\{0} en g: IR —»IR\{0}. Gegevenis lim f(x) = e, lim g(x) = 0.
X0 X0
Welke van de volgende bewerkingen is dan mogelijk onjuist?
.1
* e =
1
. Him —== oo,
b xlill g2(x)
¢. lim (f(x))P =< voorallep > 0.
Xee
1
d. lim ———5 =
xoe (8(X))?

3.18. (18-1-88, 10)

19. (30-10-87, Mb)
. (cos x) In(1—x2)

}Ho ST Ox is gelijk aan:
a. 1.
1
b. -5
c. —2.



7. Differentiaalvergelijkingen
Bepaal de oplossingsverzameling van de volgende differentiaalvergelijkingen 7.1 t/m 7.8:
7.1. (25-1-83, Mb) 2x + 2xy + (x? + 1)y’ = 0.

7.2, (10-8:82, Wb, LR, MT) y* + (x> — xy) 5% =

7.3. (12-8-83, ST) v'=3+exp(- 1), x #0.
. . 2
7.4. (12-4-83, Mb) (Sl—’y@l+ x)dx + (y — 2L X)dy = 0,
y

7.5. (12-4-83, Mb) x+1Dy —2y=(x+1) x>-1.

B a1 1
7.6. (20-6-83, Mb) (BY? + 55 + 63y + )Y = 0.

vy dy —

7.7. (27-10-83, CT) @x —yeh T +y=o.
7.8. (10-8-82, Mb) x* - 1Dy —2y=Inx, x>1.

7.9.(16-8-83, TN)
f: R = IR is de oplossing van de DV y" — 2y" — 2y" — 2y’ — 3y = 256_2", waar-
voor geldt: lim f(x) bestaat, f(0) = 4. Bereken f(x).

X—> o0

1er "

7.10. (26-1-84, ST)
Bepaal de algemene oplossing van de DV vy + y” + 3y’ — 5y = 8 coshx.

7.11. (15-6-83, Inf)

Bereken de oplossing van het beginwaardeprobleem y" — 3y’ + 2y = ¥,
v(0) = y'(0) = 1.

7.12. (26-6-87, Et)
Een van de volgende differentiaalvergelijkingen is nief homogeen. Welke?

a. xy’—y=xsingxx.
_ Xy

T x24y2”

S S
RN

b. v
c. X

P &
d. xy’' = V—£,2_+—§2_
7.13. (15-6-87, 10)
De differentiaalvergelijking (x2 + 2y2) = (x2 — y2)y’ is
separabel.
b. exact.
c. homogeen.
d. lineair.

e
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7.14. (29-1-87, 10)

De differentiaalvergelijking in differentiaalvorm
Qy—-xeX)dx+xdy=0

heeft de volgende integrerende factor:

a. X. b. y. c. eX

7.15.(1-4-87, 10)

De algemene oplossing van y” — y” — y” + y = 0 luidt
a. y = Cie* + CyxeX + Cyx2eX,

b. y=CieX + CoeX + Caxe X,

c. y=Cex + Coe* + CaxeX.

d. y=Cie* + Cre* + Cae2x,



3. Limieten en continuiteit

3.1. Zij € > 0 gegeven. Als x #+ —

x3+7 |_x3~4x_|x||x+2||x—2|
2x + 1 2x + 1 [2x + 1|

1¢ selectie voor 6: Neem 0 < § < 1, dan isvoor 0 < |[x — 2/ < &6 <1 dus
—1<x—2<1,dusl<x<3,3<x+2<5 3<2x+1<7. Dus [x| <3,

3+5|x -2
x+20 <5, x+ 11> 3, zodar |5 F2o) <3N 2l 5 o) Als we mu
als 2¢ selectie voor 6 nemen: § < ¢/5, dan geldt: Als § < min(l,€/5), dan
> +2 X3 +2
O<IX—2I<6=>X —21<e,datwﬂzeggen lim =" =7
2x + 1 x—2 2% + 1
X _ - =X _ | 2sin?% 3
324, lim & DU = cosx)_ ¢ ! 2 ——(h=121-h=-1
x=0 tan3x x—0 X (%) tan®x
1 _
b. Alsa =0, dan is lim &~ D =cosx)_ 0 0
Xx—0 tan’x X_,Otan X
\ax 1IN = ) -1 2sin 2X 3
Als a # 0, dan is lim (e ,)( cosx) = hm 22 x3 a'% =
x>0 tan’x x=>0 X (5) tan®x
= 1'2'1°a';} = %a. Dus voor alle a € IR bestaat de limiet.
*— Din(l + e’ — 1 1In(1 + 1
3.3, 1im(_e__M lim (_)L)( )2 1.1.1.%=%_
x=0 1 — cos2x x—0 Tx X sinx
X
. T cosx . T cosxn—x) L .
34. lim (1 — x)1 COSX = Jime , en dit is wegens de continuiteit van de
x—>0 x—0
tim o xin(l —x) _ . %2 In(l —x)
e-macht gelijk aan ¢* 0 . Dus beschouw lim ——————~ = —lim P i —
x—0 1 — cosx x=02sin’ % —x
x \2 X
= lim <J_> Il = %) _ 5 pus fim (1 — x)T =% = ¢2
2x—>0 sin’z—‘ —X x—>0
X+2 1
35 1im (223)1 % = tim e TN < lim e G=0m0+357) oh dit is wegens de
X—> o0 X—>o0 X0

lim (1—x)ln(1+x+1)
continuiteit van de e-macht gelijk aan X7 . Dus beschouw
1
In(1 + m) 1
ii_r}n(l—x)ln(1+ )—il—rl(l_x) T TR T
1 +x
$ -1 In(1 +
lim L=X. fip 00 +“) (metu=——) =tim > - timBL*W_ gy
X—>o0 < ulo x+1 x—ed 1 w0

Dus lim (

X—>0

—x _ -1 _1
+1) e T
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e In(1 + sin2x)
3.6. lim(1 + sin2x)V 178X = Jimexp| —F/— —

x10 x10 \/251112)2(
X
= exp(lim In(1 + sin2x) sin2x 2, _2° S S TR I 2=e_2\/5
TS T sn2x 2X gnx V2 ‘
2 1
(omdat x < 0)
3.7. lim(2arctan L E\/xsmx) = 11m(2arctanl — smx) = E —-7=0
9
xi0 X X xi0 X =
1im(23rctanl — E\/xsmx) = 11m(2arctan1 + T SmX) = 2(——) +m=0.
x10 x X x10
Dus lim (2arctan ;1(- — gx/xsinx) = 0.

x>0

2
3.8. Daar lim cotx? = oo, is limf(x) = lim(e®"* + ¢~ X )= ¢0 + 0 = 1.
x| 0 x| 0 x!10

lim f(x) = lim (= tanx n parci1nx

)= —1 + p. Omdat f continu in 0 is, is lim f(x) =

x1t0 x10 Jm
= limf(x) = f(0). Dus 1 = —1 + p = f(0), zodat f(0)=1enp=2.
xt0
In(1 — x2 2 e R
3.9, lim f(x) = lim ln(l x?) = 1 n( X ) X x\/—

im

x40 x10 (2= Dsinxv/3  xi0 x> X_1 51nX\/_ 2x2\/— 23
) /1 +2cosx —v/3cosx /1 + 2cosx +\/3cosx VaxZ+ b+ 2v/xF+1
lim f(x) = lim . .
xto x10 fax2 +b —24/x2+1 /1 +2cosx ++/3cosx Vax?+b + 2/x%+ 1
: (1 —cosx)(Wax2+b + 24/x%2 + 1)
im :
xto (/1 +2cosx ++/3cosx)((a—4)x>+b — 4)

Als b # 4 is dus lim f(x) =0 en is f dus niet continu in 0. Is b=4 en a # 4, dan is

xt0
25“12; }, Vax? +4 + 24/x2 + 1 1 242
lim f(x) = lim - .
x10 x10 (%X)z (»a—4) 1+ 2cosx +\/3cosx 2(a—4) \/§+\/—
1

B (a— 413
. . 1 1
Als f continu is, is het noodzakeliik dat limf(x) = limf(x), zodat — =
x40 x10 N3 (@ - 4V3
<E>a=2 Alsa=2enb=4en we definiéren f(0) = —1/2+/3, dan hebben we f

inderdaad continu gemaakt in 0. Als b=a =4, dan bestaat lim f(x) niet en is f dus
xT0

niet continu in 0. Opmerking: Voor a=2 en b =4 bestaat v/ax? + b voor x € (—1,0).

3.10. limf(x) = lim ZVSI°Gx = D _ | sin(x — 1)

= (0 alsa # 0. Als a = 0 vinden

x11 xt1 In(x + a) x11 In(x +a)
we met de substitutieu =1 — x: lim&n(—X—:—l) = lim —t = lim s L -
x11 Inx wion{l —u) 4,0 u In(l —uw
2
. . X +bx+a .
=1. limf(x)= lim rroxta bestaat niet als 1 + b + a # 0, want dan wordt de

xl1 xi1 x ~1



teller 70 en de noemer =0. Als | + b + a = 0 substitueren we a = -1 - b en we
2 4bx — 1 —t — D(x+1)+b(x — 1
vinden lim 2~ 2% i X DDA =D ) =2 4 b,
xi1 x — 1 xi1 X — 1 xi1
In het gevala = 0, b= —1 is limf(x) = I en limf(x) = I, zodat bij definitie f(1) =1,
x11 x!1
de functie continu gemaakt is in 1. In het geval a # 0 is lim f(x) = 0 en lim f(x) = 2 + b,
xT1 x{1
zodat bij definitie f(1) = 0 de functie continu is gemaakt in 1 alsb = —2 en dus a = 1.

3.11.a. f is rechtscontinu in a (a € IR) dls er een r > 0 bestaat, 26, dat { gedefinieerd
is op het interval [a,a + 1) en er bij iedere € > 0 een § > 0 bestaat, z0, dat voor alle
x meta < x <a+ 6 geldt |f(x) — f(a)] <e.

b. Zij € > 0 gegeven. Voor x = a > 0 geldt {f(x) — f(a)| = \/x2 —a?= \/x —a \/x + a.
1€ selectie voor §: Neem 0 < § < a,danis0 < x —a<aendus2a<x+a< 3a

In dat geval is {f(x) — f(a){ < \/x — a v/3a. Indien we als 2¢ selectie voor § nemen
2

€
6 < — 32’ danis0<x —a < usVx — a <\/—— zodat |f(x) — f(a)] < €. Dus

als § < mm(a,3 ),dan 0 < x — a < § = |f(x) — f(a)| < e.

3.12. Zij € > 0 gegeven. Omdat lim f(x) = 2 bestaat er bij ¢, = 1 een 8, >0, zo, dat

X—a

vooralleerﬁ'(a)geldt fx) - 2I< 1l <<= -1 <fx)-2< 1 <=1 <f(x) < 3.
Omdat lim g(x) = oo bestaat er bij iedere G > 0 een §,> 0, 26, dat voor alle x € U (a)

X—*a
dt- L f(x) f(x) e . .
geldt: g(x) > G <> F) < —=. Dan is o) l 20 < F’ als x € Uél(d) N U{):(a).
Kiezen we dus G = 3/e, en een daarbij behorende b,, dan geldt: Als 6 < min(§,;,5,),
f(x) . . f(x)
dan x € Uja) => < €, dat wil zeggen: lim — =
6 (X) x—a 8(x)

3.13.a. Met volledige inductie. E(0) is waar want 1 < a,=1<4.
E(n) = E(n+1). IV: I < a, <4.
_2a, +4V2-4+4 2a, +4 V2 + 4

a

b. Met volledige inductie. We moeten bewijzen dat a, < a,4; voor alle n € IN. E(0)

is waar want aj =1 <2 =% 13+4 a;. E(n) = E(n+1). IVia <a
_ 22+ 4V 23, +4

n+1 ~ 3 < 3 T an4,-

n+1°

a

c. De rij (a,) is stijgend (b) en naar boven begrensd door 4 (a) en heeft dus een limiet.
Zj lim a, = L.
n— oo
2a, + 4
3

d. Er geldt: lim a,,, = lim

N— o0 N o0

3.14. Neem eens aan dat ay > L voor zekere N € IN. Kies € > 0 z6, dat L + ¢ < ay
ay — L

(bijvoorbeeld: € = Lz—). Omdata, > Lisereen M € IN z6, dat n > M =

=> L — € <a, <L+ e Maar voor iedere n > N is a, > ay > L + €. Tegenspraak.

51
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sin L Vit T+y/n Vsind (Va1 +v/n)
n+17\/—r; \/n+1+\/ﬁ n+l —n

= nm\/ii% Wity +1)=2

\@in1
1 : n
Stellen we =Y, dan wordt lim

n—ewey/n+ 1 — \/1—1— yi0

= \/nsin%(\/l_¥+ V).

3.15.

3.16. Antwoord: ¢. Wx — 11 = 21!
Vx+1 —

Dus d =g voldoeten g3 < €2 < ¢ als 0 < £ < 1. Dat & = Ve de implicatie uit de opgave

niet waar maakt blijkt uit het volgende tegenvoorbeeld: € = 0,04; §=10,2; x = 0,81.

Immers: 10,81 - 11< 0,2 = 10,9 - 11 < 0,04.

<lx-ll<¢ alslx-11<8=¢ en x20.

3.17. Antwoord: b. Beweringen a. en c. zijn juist (zie stelling 3.8.5). Ook bewering d.

is juist, maar lim é(l_x)- kan ook —ee opleveren of hoeft niet te bestaan.
X—yo0

3

. Xx+2xVx . x1342x32  xV124)x5/4

3.18. Antwoord: a. lim Vx Vx =lim i = lim = =
xi0 4 xl0 x1/4+x x0  1+x5/

VX4 xVx

(cos x)In(1—x2)
X Sin 2x

In(1-x?) 2x (=x») _ 1

X2 sin2x 2x2 2

3.19. Antwoord: b. lim = lim(cos x)
x-0 x-0



7. Differentiaalvergelijkingen

!
_ 2X dy 2xdx
l+y——1+x2$fl+ =i

Inly + 1/ = =In(1 + x*) — In|C|, C e R\{0} = I|C(1 +y)(1 +x*)|=0 =>

=

7.1. Scheiding der variabelen:

l+y= ) 5 Y= —1 is ook een oplossing. Dus de algemene oplossing is
+ X

y=-1+—S_ ceR
1 +x

7.2. Homogeen. Stel y = ux. u?x?+ (x - xXPu)u'x + u)=0=>

w4+ (1—uw(u'x+u)=0 (x #0,u #1) <= (1 — u)u'x = —u. Scheiding der variabelen
1 r_ 1 1 _ dx _ “

levert (ﬁ — Du = - = f(af 1)du = ff—x— => Inlu| — u = —~In|x| — In|C|,

C € R\{0} => In|Cux|=u => Cy = ¢¥/* en verder is y = 0 een oplossing.

7.3. Homogeen. Stel y = ux. ux tu=u+e " <> % =% = fedu = f(—lxi
=e'=Inlx|+C = ¥ =Inx|+C => y=xIn(nlx|+C), CeR.

in2 ) .
7.4, Stel: P(xy) = SR 4 Q) =y - SX 0P sindx,
y dy y
0 —2si in?2
£= 81ny>§cosx =— 51;12 X. Dus g—g BS en de vergelijking is exact.
du _ sin2x ou sin?x
Stel — = +x (IDen—=y — (2).
ax y dy Yy yz )
1 cos2x 2 du cos2x
(1) = ulxy)=-3 + X toly) = o2 + ¢'(y). Combinatie
2
s1n X cos2x ’ , 1 cos2x
met (2) levert: y — =% 2 +o(y) = W(Y):Y—%;i"'% - +
2 ) 1 )
—% co}sﬂx = oy)=y - 32 = o(y) = -Y + 21y => de oplossing wordt
wey) =€ => LSS pde iy Loe o gy g i ¢
’ 2y 2 2 2y v .
7.5. Lineair. Gereduceerde vergelijking: (x + 1)y’ — 2y =0 = YV: 5 3_ i

Inly] = In(x + 1)> +1n|C| => y = C(x + 1)%, oplossing van de gereduceerde vergelijking.

Niet-gereduceerde vergelijking: Stel y = u(x + 1) = 2(x + D%u + (x + 1)+
2x+Du=x+1D* = u=x+1 = u= 1(x+1)2 = y——(x+1)4

(particuliere oplossing). De algemene oplossing wordt y = 1(x + 1%+ C(x +1),, Ce R.

_ a2
7.6. Stel P(x,y) = 3y” + 10, Qx,y) = 6xy + o—.
oP 1 E)Q 1 8 0
= _—— — =y - ——
3y y ET AR y o y)2 Dus a v en de vergelijking is exact.

du 2 1 du 1
—_— 4+ — —_— —_—
Stel ™ 3y Try (1) en 3y 6xy + Xy (2).

0 1
(1) = u(x,y) = 3xy’> +Inlx + y| + o(y) = —a%= 6xy + ry + ¢/(y). Combinatie

85
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met (2) levert gp'(y) =0 = ¢(y) = C. De oplossing wordt:
xy? +Injx+y|=C, CeR.

, OP
7.7. Stel P(x,y) =y, Q(x,y) = 2x — ye”. 55: 1, 8_3_ 2. De vergelijking is dus niet

exact. We zoeken een integrerende factor, die alleen van y afhangt: ¢(y). Dan moet

Ap(P(x,y)) _ A (¥)Qx,y) S5y +oly) = 20(y) =>

voor ¢ gelden:

oy 0x
o0 _ L s 1nig(y)l = tnlyl + C, bijvoorbeeld: =y Dusd lijki
—m—; nly (y)| = Inly| , bijvoorbeeld: ¢(y) = y. Dus de vergelijking
2
2y dy 2 _ ou _ , y
(2xy — y“e )H+y = 0 is exact. Stel dus P y° 1), —-— 2xy — y2e¥ ().

() = ux,y) =xy’ +yy) = g—3= 2xy + ¥/'(y). Combinatie met (2) levert

Y'y) = —y?e’. Dus Y(y) = —fy’e’dy = —y?e¥ + 2fye'dy = —y’e¥ + 2ye’ — 2fe’dy =
= —e¥(y? — 2y + 2) + C. De oplossing wordt u(x,y) = C, dus
xy? —e¥(y? —2y+2)=C, CeR.

7.8. Lineair. Gereduceerde vergelijking: (x> — 1)y’ — 2y =0 => y—= =

dy 2dx _ 1 1
= f =J 2= = 111|Y|—f(—x 1 _x—'i-l)dx = Inly| = lniX

(+1n|C1

= y=c"‘1

XF1 (C € R). Dit is de oplossing van de gereduceerde vergelijking.

. PO _oox=1 2 X — 1
Niet-gereduceerde vergelijking, Stel y = U = (x* — Du <71

=Ilnx =>

’ Inx Inx 1 Inx dx
= u=—"us = u=[_" _dx = —[lnxd = + =
x — 1) x ~ 1) fnxxfl -1 %o

= f(m - “l“)dX = _Inx +In(% ) + C. Een particuliere oplossing
X — 1 X x — 1

Inx xfl1
x+1 x+1

van de niet-gereduceerde vergelijking is dus y = — n(x ; 1). De alge-

. L Inx x—1, x—-1 x—1
meneoplossmgwordty—~x+1+x+lln( < )+Cx+1’

Ce R

7.9. Lineair van hogere orde met constante coéfficiénten. Gereduceerde vergelijking:
" _ay™ — 2y" — 2y’ — 3y = 0. Substitutic y = e™ levert de karakteristicke ver-

gelijking: A* — 223 — 22> — 2A — 3 =0. A = —1 voldoet en staartdeling levert:

M o2 2 - = 3=+ DO -3+ -3) =+ DA - )N + 1),

Dus A; = —1, A, = 3, \3 4 = £i. Algemene oplossing van de gereduceerde DV:
y = Cle + Cze3x + C3cosx + C4smx Stel y = ae~ 2% yoldoet aan de niet-gereduceerde
DV: y = —2ae™ X, y" = 4ae™?* y" = —8ae™ %X, y" = 16ae72* =

(16a + 16a — 8a + 4a — 3a)e_2x =25¢72X => 3= 1. De algemene oplossing wordt:
y=f(x)= e 2* + Cpe ™™+ C2e3x + Cycosx + Cysinx. lim f(x) bestaat = C, =

X0

=C,=C,=0.f(0)=4 = C, =3.Dusf(x) = e " + 3%

7.10. Lineair van hogere orde met constante coéfficiénten. Gereduceerde vergelijking:
2

y" +y" + 3y’ — 5y = 0. Karakteristieke vergelijking: A*> + A2 + 3A —5=0. A =1
voldoet en staartdeling levert: A3 + A2 + 3A — 5 = (A — 1)(A%2 + 2\ + 5). Dus A=
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?\2’3 = —1 % 2i, Algemene oplossing van de gereduceerde DV:

y=Cpe*+ C,e”"sin2x + Cze~*cos2x. Het rechterlid van de niet-gereduceerde DV

. *pe ¥ _

is: 8 coshx = 86—26— = 4e* + 4e™*. We splitsen het probleem:

(1) ypl(x) is een particuliere oplossing van y"' +y" + 3y' — Sy = 4e*. Stel Yp (x) = axe¥,

1

y =axe® +ae*) vy = axe® + 2aeX vy = axe* + 3ae¥ =>

(ax + 3a + ax + 2a + 3ax + 3a — SaxeMe* =4e* = 8a=4 = a=
_ 1 .x

ypl(x) = 3xe’.

(2) ypz(x) is een particuliere oplossing van y”' + y" + 3y’ — 5y = 4e™X Stel:

ypz(x) =be Xy = —be Xy =be™* y" = -be ™ = (—b+b-—3b_ Sb)e ¥ =de X

= 8b=4 = b=-L = ypz(x) = —%e'x. De algemene oplossing wordt:

2
X —X: —X 1_.x 1,—x
y = e” +C,e + 082X + 5 —5
Cl C2 sin2x C3€ COSZX 2X6 28 .

1
3 =

7.11. Gereduceerde vergelijking: y” — 3y’ + 2y = 0. Karakteristieke vergelijking:

N -3+2=0 = A; = 1, A, = 2. Algemene oplossing van gereduceerde DV:
y=Ce* +C, e?*. Stel yp(x) = axe®, y' = axe® + ae*, y" = axe® + 2ae*. Substitutie
= (ax + 2a — 3ax — 3a + 2ax)e® = e¥ => a = —1. Algemene oplossing:

y = —xe® + Ce* + Czezx.

y0)=1 = C, +C, =1

7(0) = 1 @_11+C21+2C2= = C, =0,C, = 1. Dusy = e* — xe*.

7.12. Antwoord: c. Schrijven we de differentiaalvergelijkingen in de vorm y’ = F(x,y)
dan zijn in de gevallen a, b en d de functies F(x,y) homogeen van de graad 0. In geval ¢ is

-—1——‘_ niet homogeen van de graad 0. Dus de differentiaalvergelijking c is niet
xVx2+y2

homogeen.
7.13. Antwoord: c. De differentiaalvergelijking kan geschreven worden als

2 2
y = %, waarbij het rechterlid homogeen is van de graad 0.

7.14. Antwoord: a. Schrijven we de differentiaalvergelijking in de vorm
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, dan is A(x,y) een integrerende factor als

d(AP) _a(x@ 87» 87» X(BQ E)P) 0Q oJP _ 1

oy "~ ox < 5— Qo = dy /7t ox T 9y
Q 3P

zodat E:Qﬂ =;1(- alleen van x aﬂlangt.?r;L =0 en %%=;1(—

Dus InlAl = Inlx| + C of A= C*xis een integrerende factor.

7.15. Antwoord: c. De karakteristieke vergelijking van de differentiaalvergelijking is
WM-A2-A+1=0 & 20-D-1A-1D=0 & A-1D2A+1) =0
De algemene oplossing is dus van de vorm y = Cye* + Coe™ + CaxeX.

Voor meer opgaven met uitgebreide uitwerkingen wordt verwezen naar:
Differentiaalvergelijkingen, 220 voorbeelden en opgave met oplossingen - beknopte theorie,
A. Schuitman, VSSD, ISBN 978-90-6562-026-2



